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先週のミニッツレポートから：

トランスパレンシーの点はどういう点か？ Ans. 擬似ランダム点列

そうでないとどうなるかお見せします。

ストイケイアの並べかたのアイデア いろいろとやってみてください。

わからない用語がかなりあった。 ユークリッド空間とは ？

直交群とは ？ 直交行列全体のなす群

直交行列 ？ 列（行）ベクトルが正規直交

行列をベクトルに掛けるとベクトルになる。

コンパクトとは？ 「有界閉集合」の性質

同相とは？ 両連続全単射がある

２次の直交群 =  ？
２次の直交群の有限部分群が ,  ？
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軌道空間が全く分からなかった。

同じとみなす （同値関係） ⇒ 同値類の集合が考えられる

𝒙𝒙~𝒙𝒙, 𝒙𝒙~𝒚𝒚 ⟹ 𝒚𝒚 ~𝒙𝒙, (𝒙𝒙~𝒚𝒚) ∧ (𝒚𝒚 ∼ 𝒛𝒛) ⟹ 𝒙𝒙 ~𝒛𝒛
群の作用 𝑮𝑮 × 𝑭𝑭 → 𝑭𝑭 ∶ 𝒈𝒈, 𝒙𝒙 ↦ 𝒈𝒈(𝒙𝒙) で

𝒈𝒈 𝒉𝒉 𝒙𝒙 = 𝒈𝒈𝒈𝒈 𝒙𝒙 をみたすもの

我々は、𝑮𝑮として、図形 𝑭𝑭を 𝑭𝑭に写す両連続全単射（同相写像）で

距離を保つもの全体 𝑰𝑰 𝑭𝑭 を考えている。

𝒙𝒙の 𝑮𝑮軌道は 𝒈𝒈 𝒙𝒙 𝒈𝒈 ∈ 𝑮𝑮} で定義される。

同じ軌道に属することは、同値関係で、その同値類の集合が軌道空間。

軌道空間の局所的な形状は、

[𝒙𝒙の 𝑮𝑮軌道]では、 𝒙𝒙の近傍の 𝑮𝑮軌道で定まる。
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直線上の周期性、対称性をもつ図形については先週の最後に述べた。
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１． ２次元の周期性、対称性を持つ図形にはどのようなものがあるか？

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（悪魔）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（蝶）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（騎乗者）
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１． ２次元の周期性、対称性を持つ図形にはどのようなものがあるか？

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（ヒトデと二枚貝）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（魚と悪魔）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（蟹）
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１． ２次元の周期性、対称性を持つ図形にはどのようなものがあるか？

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（魚）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（魚-Watercolor）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（鳥）
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エッシャー(1896-1972)のデザインを最も小さな（でき

るだけ簡単な）多角形の上のデザインの繰り返しで
あると理解しよう。

配られたデザイン上で定規を使って、最も小さな単
位となるものを見つけてみよう。

まず、周期を表す平行四辺形を探し、それが分割で
きるかどうかを検討する。
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蝶の色は区別しないことにする

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（悪魔）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（蝶）
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色は区別しないことにする

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（騎乗者）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（ヒトデと二枚貝）
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蟹の色は区別しないことにする

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（魚と悪魔）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図（蟹）
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魚の色は区別しないことにする

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（魚）

著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（魚-Watercolor）
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著作権等の都合により、
ここに挿入されていた
図を削除しました。

Maurits Cornelis Escherの図
（鳥）
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このような周期性も対称性もある模様の単位になる図形を探し
ていくと「ストイケイア」が出てくるように思われます。

「ストイケイア」を貼り付けていくと周期性も対称性もある模様が
できます。

それは、「十分条件」であり、 「ストイケイア」が出てくる必要性
（必然性）を説明していません。
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周期性の定義と格子

【周期性のある図形の定義】 平面上の周期性のある図形と
は、その図形の等長変換群（合同変換群） G が、２つの独立
な方向の平行移動をふくむものである。

【問題】 平面上の、周期性、対称性のある図形の等長変換群

（合同変換群）を分類せよ。

この答えが１７通りであることが知られている。
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２．格子について
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２．格子について
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トーラスのオイラー数は、 0 である
ことが、穴のない多角形に分割す
ることで確かめられる。

コンパクトな曲面のオイラー数は、
それを穴のない多角形に分割した
ときの、頂点の数を v , 辺の個数を
e , 面の個数を f とするとき、

v – e + f 
で定義される。
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３． 対称性をもつ格子
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４． 軌道空間
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５． ２次元平坦オービフォールド
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 辺（さらには扇型の頂点）を持つ２次元平坦オービ
フォールドに対して、そのダブルと呼ばれる、２枚のコ
ピーを辺に沿って貼り合わせて得られる辺を持たない
（円錐の頂点は持ちうる）２次元平坦オービフォールド
が構成される。

 まず、辺（つまり境界）を持たない（円錐の頂点は持ちう
る）２次元平坦オービフォールドを分類する。

 辺を持たない２次元平坦オービフォールドの対称線を
探して半分にすれば、辺を持つ２次元平坦オービ
フォールドも分類される。
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６． 分岐被覆とオイラー数
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２次元平坦オービフォールドが７通りであることの証明
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２次元平坦オービフォールド
の正則被覆関係
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コンパクト２次元平坦オービフォールドが１７種類であることと、平面上の周
期性と対称性を持つ図形が１７種類であることは同じことである。

この１７種類については、

Jeff Weeks氏の千手観音イラストレータ（KaleidoPaint）
http://www.geometrygames.org/KaleidoPaint/index.html
で、確認すると良い。

また、次のウェブページも参考になる。

http://faculty.ms.u-tokyo.ac.jp/users/urabe/urabe/index.html

次回の内容を含め、この俯瞰講義の最後の３コマを担当される河野俊丈教
授の「結晶群」（共立講座数学探検７）を参考図書として挙げる。

また、 http://tambara.ms.u-tokyo.ac.jp/2011/201109v2ni.pdf
にも解説がある。
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